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پژوهش‌هایی که حاکی از توانایی دانش‌آموزان دورۀ ابتدایی در زمینۀ جبر است، همراه با تحقیقاتی 
که مش�کلات دانش‌آموزان دوره‌های بالاتر تحصیلی را در یادگیری جبر در برنامۀ درس�ی س�نتی 
نشان می‌دهند، پدیدآورندۀ حوزه‌ای نوظهور به نام جبر ابتدایی شده‌اند. نحوۀ حضور جبر در دورۀ 
ابتدایی اصلی‌ترین چالش‌ این حوزه اس�ت. مقالۀ حاضر با اس�تفاده از ادبیات موجود در زمینۀ جبر 
مدرسه‌ای و جبر ابتدایی، چهار بستر را برای جبرورزی در دورۀ ابتدایی، مناسب پیشنهاد می‌کند. 
این چهار بس�تر عبارت‌اند از: مس�ائل کلامی، الگویابی، مفهوم‌س�ازی نماد تساوی و تعمیم قوانین 
حس�اب. این مقاله همراه با تش�ریح این زمینه‌ها، از آن‌ها به‌عنوان چارچوبی برای تحلیل محتوای 
جبر کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی بهره می‌گیرد. تحلیل محتوای کتاب‌ها حاکی از این اس�ت که 
علی‌رغم وجود موقعیت‌های بالقوۀ ف�راوان برای جبرورزی در این کتاب‌ها، این موقعیت‌ها غالباً به 
نفع جبرورزی استفاده نشده‌اند. این مقاله همچنین پیشنهاد‌هایی را  برای بازنگری محتوای کتاب 

بر اساس چارچوب پیشنهادی ارائه کرده است.

بسترهای مناسب برای جبرورزی 
در دورۀ ابتدایی همراه با تحلیل محتوای جبر
 در کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی ایران بر 

اساس چارچوب پیشنهادی

برنامۀ درس�ی ریاض�ی دورۀ ابتدایی، جبر ابتدایی، مس�ائلک لامی، الگویابی، تس�اوی، كليد واژه‌ها:
قوانین حساب
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مقدمه
جب��ر در می��ان افرادی ک��ه آن را از منظر کتاب‌های ریاضی مدرس��ه‌ای تجرب��ه کرده‌اند، به معنای 
دس��ت‌ورزی با نمادها به‌منظور س��اده کردن عبارت‌های جبری و حل معادلات است. این تصور رایج، 
نش��ئت‌گرفته از برنامۀ درسی ریاضیِ متداول اس��ت. در ایران، از گذشته تا امروز، دانش‌آموزان پس از 
آموزش حس��اب در س��ال‌های اولیۀ تحصیل، از دورۀ دبیرستان به بعد شروع به فراگیری جبر می‌کنند. 
این آموزش با معرفی نمادهای حرفی آغاز ش��ده و با تکنیک‌های ساده کردن عبارت‌های جبری و حل 
معادلات ادامه میی‌ابد. چنین رویکردی در آموزش جبر، مختص ایران نیس��ت و برنامۀ درس��ی اغلب 
کشورها اساساً بر همین رویکرد استوار بوده است. کاپوت1 )2008( بیان می‌کند که تا قرن بیستم، جبر 
مدرسه‌ای در امریکا پس از شش تا هشت سال آموزشِ مبتنی بر حساب آغاز می‌شد. آموزش حساب 
از همه انتظار می‌رفت درحالی‌که یادگیری جبر مختص نخبه‌ها بود. به همین دلیل رویکرد معرفی جبر 

پس از حساب، به‌عنوان ترتیب طبیعی این دو موضوع دیده شده است.
کیی‌رِِن2 )2004( بیان می‌کند تحقیقاتی در دهۀ 1970 و 1980 انجام شده که به مشکلات دانش‌آموزان 
در حوزۀ جبر اش��اره دارد. کاپوت )2008( نیز با تمرکز بر تحقیقات دهۀ 1980 نش��ان می‌دهد که در آن 
دوره، تحقی��ق دربارۀ تفکر و یادگیری جبر بر روی خطاهای دانش‌آم��وزان و محدودیت‌های آن‌ها در 
یادگیری، به‌خصوص محدودیت‌های ش��ناختی، متمرکز بوده‌ اس��ت. به گفتۀ او محققان با جمع‌آوری 
ش��واهد بس��یار نش��ان ‌داده‌اند که دانش‌آموزان فهم ضعیفی از قواعد جبر دارند و در توصیف نمادهای 
جبری دچار مشکل‌اند. کاپوت )2008(، مشکلات دانش‌آموزان در درک صحیح از جبر را نتیجۀ برنامۀ 
س��نتی آموزش جبر می‌داند که محور اصلی آن آموزش دس��ت‌ورزی با نمادهاست. فرنچ3 )2002( نیز 
بیان می‌کند که رویکرد مورد استفاده در بسیاری از کتاب‌ها، استفاده از تمرینات دست‌ورزی بوده که در 
دل هی��چ زمین��ۀ معناداری قرار نگرفته‌ بودند. به اعتقاد او این رویکرد به‌جای ایجاد ارتباط بین نمادها و 
اعداد و توسعۀ درک درست از ایده‌ها، بر به‌خاطرسپاری رویه‌ها تأکید دارد و از همین رو، دانش‌آموزان 
معمولاً درک صحیحی از معنای نمادهای حرفی به دست نمی‌آورند. مک‌گریگور4 )2004( نیز با تأکید 
بر اینکه برنامۀ درس��ی جبر از به‌خاطرس��پاری مجموعه‌ای از قواعد تشکیل شده و ارتباط معناداری با 
آموخته‌های پیشین دانش‌آموزان در حساب نداشته، نتایج نامطلوب یادگیری دانش‌آموزان در جبر را یکی 
از محرک‌های مهم برای ایجاد تغییر در برنامۀ درسی جبر می‌داند. شکست برنامۀ درسی سنتی جبر، در 
آمریکا محققان و آموزشگران را متقاعد کرد که »تفکر جبری نتیجۀ طبیعی رشد شناختی نیست و برای 
ایجاد آن به آموزش و ایجاد موقعیت‌های آموزش��ی مناس��ب نیاز است« )رادفورد5، 2011؛ ص. 308 و 
ص. 309(. کاپوت )2008( اظهار می‌کند که چنین رویکرد س��طحی به جبر که باعث بیزاری معلمان و 
شکست دانش‌آموزان در جبر شده بود، از قرن بیست‌ویک مورد بازبینی قرار گرفت. به‌خصوص که حالا 
دیگر یادگیری جبر تحت عنوان »جبر برای همه6« بخشی جدانشدنی از آموزش‌های مدرسه‌ای شده بود 
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و موفقیت در جبر به‌عنوان یکی از مشخصه‌های موفقیت تحصیلی به‌حساب می‌آمد. حرکت »جبر برای 
همه« که در راستای ایجاد عدالت آموزشی به وجود آمده بود، برنامۀ درسی ریاضی را ملزم می‌ساخت 

که مسیر تجربۀ واقعی جبر را برای همگان هموار سازد. 
کیی‌رِِن )2004( به این موضوع اش��اره می‌کند ک��ه در اواخر دهۀ 1980 در آموزش جبر اصلاحاتی 
پدید آمد و این موضوع مطرح شد که اگر پیش‌تر فکر کرده بودیم که هستۀ اصلی جبر چیست و برخی 
عناصر را زودتر - در برنامۀ درسی دورۀ ابتدایی- وارد آموزش‌های مدرسه‌ای می‌کردیم، شاید جبر برای 
جمعیت بیشتری از دانش‌آموزان قابل‌درک می‌شد. در واقع کیی‌رِِن با طرح این موضوع به اهمیت حوزۀ 

»جبر ابتدایی7« اشاره می‌کند.

جبر ابتدایی
از جبر ابتدایی تعابیر مختلفی وجود دارد. به گفتۀ لینز و کاپوت8 )2004( جبر ابتدایی ممکن است 
به اولین مواجهۀ دانش‌آموزان با جبر اشاره کند که به دلایل مختلف مثل سنت و یا نظریه‌های یادگیری 
حاکم، معمولاً در س��نین پس از دوازده‌س��الگی آغاز شده است. برداشت دیگری که در جامعۀ آموزش 
ریاضی رایج شده، از جبر ابتدایی برای روبه‌روکردن هر چه زودتر کودکان با استدلال جبری، حتی در 
سن هفت‌سالگی، استفاده می‌کند. یکی از دلایل ایجاد چنین نگاهی نسبت به جبر ابتدایی را می‌توان این 
موضوع دانست که تحقیقات اخیر نشان می‌دهند کودکان، نسبت به آنچه قبلًا تصور می‌شد، قادر به انجام 
کارهای بیشتری در زمینۀ جبر هستند )کارپنتر، لوی و فارنزورث9، 2000؛ لینز و کاپوت، 2004؛ رادفورد، 
02011؛ کاراهر، اش�یالمن، بریزوئلا و ارنس��ت10 2006؛ پاپیک و مولیگان11، 2007(. به گفتۀ کاراهر و 
همکاران )2006( آموزشگران بسیاری بر لزوم حضور جبر در دورۀ ابتدایی تأکید داشته‌اند. شورای ملی 
معلمان ریاضی12 امریکا و کانادا )2000( نیز در استانداردهای برنامۀ درسی ریاضی خود، در تمام پایه‌های 

تحصیلی با شروع از پایۀ پیش‌دبستانی به موضوع جبر می‌پردازد.
ورود موضوع درسی جبر به سال‌های اولیۀ آموزش، نیازمند تأمل در نحوۀ حضور آن است. کاراهر، 
اش�یالمن و شوارتز13 )2008( ابراز می‌دارند که »منتقل کردن جبری که اکثر ما در مدرسه خوانده‌ایم به 
دورۀ ابتدایی یک فاجعه اس��ت. چه‌طور ممکن اس��ت چیزی که در سنین بالاتر برای ما بی‌معنا بود در 
س��نین پایین برای کودکان معنادار باش��د؟ با این حساب اگر جبر ابتدایی همان جبری که ما خوانده‌ایم 

نیست، پس چیست؟« )ص. 235( 
راس��ل، ش��یفتر و باستابل14 ) 2011( بیان می‌کنند که وقتی می‌پرس��یم »چگونه می‌توان در پایه‌های 
ابتدایی دانش‌آموزان را برای آموزش جبر آماده کرد؟« منظورمان تمرکز بر جبر رسمی در دورۀ ابتدایی 
نیست،‌ پس بهتر است سؤال را این‌گونه مطرح کنیم که »راه‌های اصلی تفکر، استدلال و درک و فهم‌هایی 
که ریشۀ اصلی آن‌ها در حساب است اما برای جبر ضروری است، چیست؟« این سؤال‌ ما را به سمت 
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تمرکز بر آموزش‌هایی رهنمون می‌شود که هم هدفِ محاسبات در دورۀ ابتدایی را برآورده می‌سازند و 
هم دانش‌آموزان را به سمت توسعۀ انواعی از استدلال سوق می‌دهند که برای استفادۀ معنادار از ابزارهای 

جبری لازم است.
کیی‌رِِن )2004( تفکر جبری در پایه‌های ابتدایی را شامل توسعۀ روش‌های تفکر به‌وسیلۀ فعالیت‌هایی 
مثل تجزیه‌وتحلیل روابط بین کمیت‌ها، توجه به س��اختار، مطالعۀ تغییرات، تعمیم دادن، حل مس��ئله، 
مدل‌س��ازی، توجیه ک��ردن، اثبات و پیش‌بینی ک��ردن می‌داند. از نظر او وجود نماده��ا در جبر ابتدایی 

ضروری نیست و این فعالیت‌ها را می‌توان بدون استفاده از جبر نمادین هم انجام داد. 
با چنین نگاهی به جبر در دورۀ ابتدایی و با توجه به اهمیت جبر در برنامۀ درس��ی و تأکید برنامۀ 
درسی ملی ایران در سال 1391 بر جبر، به‌عنوان یکی از مفاهیم ریاضی قلمرو حوزۀ آموزش ریاضیات، 
مطالعۀ حاضر درصدد پاسخ‌گویی به این دو پرسش اساسی است. 1. چه موضوعات درسی قابلیت ایجاد 
بستر مناسب برای جبرورزی در دورۀ ابتدایی را دارند؟ 2. کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی تا چه اندازه 

با نگاه جبری به این موضوعات پرداخته‌اند؟‌

روش مطالعه
م��ا در این مطالعه برای پاس��خ‌گویی به پرس��ش اول، از تنوع موجود در ادبی��ات تحقیقات حوزۀ 
جب��ر ابتدای��ی بهره گرفتی��م و با مطالعۀ فراگیر تحقیق��ات این حوزه، تلاش کردی��م موضوعاتی را که 
به‌طورمعمول در کتاب‌های درسی دورۀ ابتدایی به آن‌ها پرداخته می‌شود و قابلیت تبدیل‌شدن به بستری 
ب��رای جبرورزی در دورۀ ابتدایی را دارند، شناس��ایی کنیم. آنگاه ای��ن موضوعات را در قالب جدیدی 
که به نظر پژوهش��گران قابل‌اجرا در برنامۀ درس��ی ریاضی دورۀ ابتدایی در ایران است قرار دادیم. برای 
پاسخ‌گویی به پرسش دوم نیز، از این قالبِ معرفی‌شده، به‌عنوان چارچوبی برای تحلیل محتوای جبر در 

کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی استفاده نمودیم.
برای تحلیل محتوا )باردن، 1374( پژوهشگر محتوای همۀ کتاب‌های ریاضی اول تا چهارم دبستان15 
را، اعم از فعالیت‌ها، کاردرکلاس‌ها، تمرین‌ها و همچنین بخش‌های دیگری با عناوینی مانند حل مسئله، 
فرهنگ خواندن و نوش��تن، مرور فصل، معما و س��رگرمی و کادرهای خلاق باش، کامل کن، الگویابی 
کن و، مانند آن، بررسی نموده است. در این بررسی‌ها، پژوهشگر با در نظر داشتن چارچوب پیشنهادی، 
به دنبال یافتن آثار نگاه جبری در محتوا بود. گزارشی که در ادامه می‌آید، علاوه بر بهره‌گیری از ادبیات 
تحقیقات انجام‌شده برای تبیین چارچوب پیشنهادی، به ذکر مثال‌هایی از کتاب می‌پردازد. این مثال‌ها با 
دو هدف عمده انتخاب ش��ده‌اند. برخی از مثال‌ها، مثال‌های معرفِ رویکرد غالب در کتاب‌اند و برخی 
دیگر، مثال‌هایی هستند که از قابلیت توسعه با نگاه جبری برخوردارند. با توجه به محدودیت مقاله، در 
ذیل هریک از عناوین این چارچوب، علاوه بر توصیف زمینۀ مورد نظر با اس��تفاده از ادبیات پژوهشی 
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و همچنین تحلیل محتوای کتاب‌های ریاضی در آن زمینه، به پیشنهاد‌هایی برای توسعۀ نگاه جبری در 
کتاب در زمینۀ موردنظر نیز پرداخته شده است.

بسترهای مناسب جبرورزی در دورۀ ابتدایی
بررس��ی تحقیقات انجام‌شده در حوزۀ جبر ابتدایی )برای نمونه، گزارش تحقیقات NCTM را در 
کیی‌رِِن، 2014a و 2014b و مجموعه مقالات موجود در بدنارز، کیی‌رِِن و لی16، 1996، استیسی، چیک 
و کن��دال17، 2004، کاپ��وت، کاراهر و بلانتون18، 2008 و کای و نوث19، 2011 را ببینید( نش��ان می‌دهد 
که آموزش��گران ریاضی، رویکردهای مختلفی به جبر دورۀ ابتدایی داش��ته‌اند و از موضوعات ریاضی 
متنوعی برای تحقق جبرورزی در ریاضیات مدرس��ه‌ای، و به‌طور خاص دورۀ ابتدایی، استفاده کرده‌اند. 
این رویکردهای مختلف و موضوعات متنوع، از اشتراکات فراوانی برخوردارند. به‌این‌ترتیب بررسی و 
مطالعۀ ادبیات غنی حوزۀ جبر ابتدایی، به همراه توجه به فرهنگ موجود در کتاب‌های ریاضی این دوره 
در ایران، به معرفی چهار بستر مناسب برای جبرورزی در دورۀ ابتدایی انجامید. این موضوعات مختلف 
ریاض��ی که می‌توان تفکر جب��ری را در دل آن‌ها محقق نمود، عبارت‌اند از: مس��ائل کلامی، الگویابی، 

مفهوم‌سازی نماد تساوی و تعمیم قوانین حساب.
همان‌طور که پیش‌تر بیان ش��د، با توجه به محدودیت مقاله، در ادامه ذیل هریک از عناوین، علاوه 
بر توصیف زمینۀ مورد نظر با استفاده از ادبیات پژوهشی و همچنین تحلیل محتوای کتاب‌های ریاضی 

در آن زمینه، به پیشنهاد‌هایی برای توسعۀ نگاه جبری در کتاب در زمینۀ موردنظر نیز پرداخته می‌شود.

1. مسائل کلامی
در ادبیات حوزۀ جبر، رویکردهای مختلفی برای آموزش جبر مطرح شده است که هم‌پوشانی‌هایی با 
یکدیگر دارند. رویکردهای مدل‌سازی )ژانویر20، 1996؛ بدنارز و همکاران، 1996؛ اسمیت و تامپسون21، 
2008(، رویکرد تابعی )کاراهر و همکاران، 2008( و رویکرد حل مسئله )بدنارز و ژانویر22، 1996( هر 
سه به نوعی با مسائل کلامی سروکار دارند. به همین جهت ازآنجا‌که مسائل کلامی به‌وفور در کتاب‌های 
ریاضی دورۀ ابتدایی وجود دارند، در پاس��خ به پرس��ش اول این مطالعه، مسائل کلامی به‌عنوان یکی از 

بسترهای مناسب جبرورزی در دورۀ ابتدایی قلمداد شده است.
بدنارز و ژانویر )1996( با بیان رویکردهای مختلف در آموزش جبر، رویکرد حل مس��ئله را به دو 
دلیل برای معرفی جبر به دانش‌آموزان مناس��ب می‌دانند. یکی اینکه به لحاظ تاریخی حل مس��ئله نقش 
مهمی در توسعۀ جبر داشته،  دیگر اینکه حل مسئله در آموزش جبر نیز نقش اساسی دارد. جبر کمک 
کرده است تا برای حل مسائلی که توسط حساب در موارد خاص حل می‌شوند، راه‌حل کلی ارائه شود.
مسائل کلامی در دورۀ ابتدایی را می‌توان نمونه‎های ساده‌ای از مسائل مدل‌سازی دانست. از رویکرد 
مدل‌س��ازیِ موقعیت‌های واقعی به‌عنوان یکی از  زمینه‌های مناس��ب برای یادگیری جبر یاد شده است 
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)ژانویر، 1996؛ بدنارز و همکاران، 1996؛ اسمیت و تامپسون، 2008(. اسمیت و تامپسون )2008( نشان 
می‌دهند که چگونه می‌توان در زمینۀ مدل‌سازی موقعیت‌های واقعی، بدون استفاده از نمادها و با استدلال 
در م��ورد روابط بین کمیت‌های مختلف، پایه‌های مفهومی لازم برای یادگیری و درک جبر را بنا نمود. 
البته آن‌ها بیان می‌کنند که کسب توانایی در استدلال‌های کمی پیچیده، نیازمند توسعۀ بلندمدت در طول 

سال‌های ابتدایی و راهنمایی است. 
مس��ائل کلامی در دورۀ ابتدایی معمولاً با اس��تفاده از انجام یک یا چند عمل پاسخ داده می‌شوند و 
در دوره‌های بالاتر تحصیلی، منجر به حل معادله می‌ش��وند. رید23 )1999( دس��تۀ اول را مسائل کلامی 
حس��ابی و دس��تۀ دوم را مسائل کلامی جبری می‌نامد. مسئلۀ زیر، نمونه‌ای از مسائل کلامی حسابی در 

دورۀ ابتدایی است.

محسن 8 سال داشت که خواهرش به دنیا آمد. حالا از آن زمان 10 سال گذشته است. این خواهر 
و برادر روی هم چند سال دارند؟

)کتاب ریاضی دوم دبستان، ص. 99(

کت��اب ریاضی دوم دبس��تان، پس از طرح مس��ئله، دانش‌آموزان را برای حل مس��ئلۀ کلامی فوق، 
به‌صورت زیر هدایت کرده است:

 سن محسن   ...........=..............+..............الف. حالا محسن چند سال دارد؟

سن خواهر محسن  ...........=..............+............ب. خواهرش چند سال دارد؟	

سن محسن و خواهرش...........=..............+..............ج. این دو نفر روی هم چند سال دارند؟

همان‌طور که در روش حل فوق پیداست، مسائل کلامی حسابی، بر یافتن پاسخ مسئله با استفاده از 
یک یا چند عمل حسابی متوالی تمرکز دارند )رید، 1999(. بااین‌حال چنین مسئلۀ حسابی با یک تغییر 
نگاه می‌تواند زمینه‌ را برای تفکر جبری نیز فراهم س��ازد. برای این منظور به‌جای اینکه تمرکز بر پاس��خ 
عددی مس��ئله باشد، می‌توان تمرکز را بر روابط موجود بین کمیت‌های مسئله قرار داد )هویت24، 2004 
نقل شده در کیی‌رِن، 2014b؛ کاراهر و همکاران، 2008( . مثلًا در مسئلۀ فوق به‌جای انجام سه عملیات 
ذکرشده می‌توان از دانش‌آموزان خواست در جدولی، سن محسن و خواهرش را طی سال‌های مختلف به 
دست آورده و ارتباط بین این دو کمیت را مشاهده کنند. به‌این‌ترتیب با قرار دادن اعداد مختلف در جدول 
به‌عنوان س��ن محسن و خواهرش در س��ال‌های مختلف، دانش‌آموز هم درکی از مفهوم متغیر به دست 
می‌آورد و هم با هدایت معلم تلاش به یافتن رابطۀ بین دو متغیر )سن محسن و سن خواهرش( می‌کند. 
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8910111213141516سن محسن

012345678سن خواهر محسن

دانش‌آموزان ممکن اس��ت در جدول بالا فقط به ارتباطات افقی توجه کنند که تغییرات یک متغیر 
را نشان می‌دهد. اسمیت )2004( نشان می‌دهد که چگونه معلم می‌تواند با ایفای نقش مؤثر در کلاس، 
دانش‌آموزان را به‌س��وی کش��ف ارتباطات عمودی در جدول، یعنی رابطۀ بی��ن دو متغیر، هدایت کند 
)نقل‌ش��ده در کیی‌رِِن، 2014b(. با استفاده از تعبیر کیی‌رِن )2004( از جبر ابتدایی باید گفت، برای بیان 
 y=x+8 رابطۀ بین دو متغیر لازم نیست دانش‌آموزان را وادار به استفاده از نمادهای جبری پیشرفته مثل
بکنیم، بلکه می‌توان به بیان ش��فاهی آن توس��ط دانش‌آموز اکتفا کرد و زمینه‌ را برای بیان جبری آن در 

سال‌های بعد به وجود آورد.
یک��ی دیگر از رویکردهای موجود به آموزش جبر ابتدایی که مس��ائل کلامی در آن نقش پررنگی 
دارند، رویکرد تابعی است. رویکرد تابعی هرچند که منطبق بر تاریخ توسعۀ جبر نیست )ویلر25، 1996(، 
رفته‌رفته جایگاه مهمی در آموزش جبر ابتدایی پیدا کرده است )بدنارز و همکاران، 1996(. در رویکرد 
تابعی تلاش بر این اس��ت تا دانش‌آموز رابطۀ تابعی موجود بی��ن دو مجموعه از اعداد را درک کرده و 
آن را با اس��تفاده از بازنمایی‌های مختلف بیان نماید. ازاین‌جهت، مسائل کلامی می‌توانند زمینه‌ای برای 
تحقق این رویکرد نیز باشند. کاراهر و همکاران )2008( ابراز می‌کنند که تابع موضوعی است که ارزش 
دارد بیشتر از این مورد توجه قرار گیرد اما جای آن در برنامۀ درسی ابتدایی خالی است. تحقیقات نشان 
می‌دهند که دانش‌آموزان در پایه‌های پایین به طرز قابل‌توجهی توابع را می‌فهمند و می‌توانند با آن‌ها کار 

کنند )کاراهر و همکاران، 2008 و الیس26، 2011 را ببینید(.
کتاب‌های دورۀ ابتدایی ایران، با استفاده از ابزاری به نام ماشین ورودی- خروجی، به نظر می‌رسد 

دانش‌آموزان را برای تفکر تابعی آماده می‌کنند. در ادامه نمونه‌ای از این ماشین‌ها آمده است.

با توجه به کاری که هر ماش��ین انجام 
می‌دهد، در جاهای خالی عدد مناس��ب را 

بنویسید.

)کتاب ریاضی سوم دبستان، ص. 14(
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درک این نکته که دستگاه بالا یک ماشین است که ورودی‌های مختلف را با ضابطه‌ای مشخص تغییر 
می‌دهد، برای درک مفهوم متغیر و تابع ضروری است. در واقع انتظار می‌رود این تجربه برای دانش‌آموز 

چیزی بیشتر از انجام چهار محاسبۀ جمع جدا از هم باشد.

چنی��ن درکی از ماش��ین ورودیـ  خروجی که در آن عمل »به‌علاوۀ 11 ش��دن« بر مجموعۀ اعداد 
}...,218 ,23 ,8 , 17{ در حال انجام است، در زمینۀ مسائل کلامی معنادارتر خواهد بود. کتاب ریاضی 

چهارم دبستان در یک مورد از چنین زمینه‌ای استفاده کرده است.

1. اگ��ر پ��ول طاه��ره دو برابر 
پول غزل باش��د، جدول را 
کامل کنید. س��پس با توجّه 
به اطلاعات جدول، ماشین 
ورودی ـ خروجی مش��ابه 

آن  را کامل کنید.

)کتاب ریاضی چهارم دبستان، ص. 15(

این زمینه باعث می‌ش��ود اعداد ورودی}100،200،300{ به شکل معنادارتری کنار هم قرار بگیرند؛ 
چراکه همگی نشان‌دهندۀ مقداری فرضی برای پول غزل هستند. 

باوجوداینکه  مسائل کلامی با دربرداشتن جنبه‌هایی از رویکردهای حل مسئله، مدل‌سازی و رویکرد 
تابعی، زمینۀ بالقوه‌ای برای جبرورزی در دورۀ ابتدایی هس��تند و  علی‌رغم اس��تفادۀ فراوان کتاب‌ها از 
مسائل کلامی، شواهدی از به‌کارگیری جبریِ آن‌ها در کتاب‌ها مشاهده نمی‌شود. در واقع تحلیل محتوای 
کتاب‌ها نشان می‌دهد که در تمام مسائل کلامی موجود در کتاب‌های پایه‌های اول تا چهارم ابتدایی، از 
رویکرد حس��ابی بهره گرفته شده، یعنی کتاب بر پاسخ مسئله که یک عدد است، متمرکز می‌شود. مثال 

محسن و خواهرش، به‌خوبی نمایانگر رویکرد کتاب‌ها در این زمینه است. 

+11 2817 +11 198

+11 3423 +11 229218

پول غزل پول طاهره
100 200

200

300

800

100 

×2

  100

  800



ی
ش

وه
پژ

ـ 
ی 

لم
 ع

یة
شر

ن
فصلنامه نوآوری های آمـوزشـی

155
 ë 59شمارة
 ë سال پانزدهم
ë 1395 پاییز

بسترهای مناسب برای جبرورزی در دورۀ ابتدایی همراه با تحلیل محتوای جبر در کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی ...

2. الگویابی
به اظهار پاپیک و مولیگان )2007(، تحقیقات دهۀ 1980 و  1990 که روی رشد استراتژی‌های حساب 
انجام ش��ده بود س��بب ش��د که جهت‌گیری تحقیقات جبر بیشتر به س��مت ارتباط آن با حساب باشد تا 
موضوع��ی مانن��د الگویابی. بااین‌حال اخیراً محققان جبر ابتدایی )مثلًا انگلی��ش و وارن، 1377؛ رادفورد، 
2011؛ پاپیک و مولیگان، 2007؛ ریورا27، 2013؛ مولیگان و میچلمور28، 2009 و وارن و کوپر29، 2008( توجه 
بیشتری به الگویابی و نقش آن در تفکر جبری داشته‌اند. آن‌ها از الگوها استفاده می‌کنند تا از طریق آن تفکر 
جبری، تعمیم و آگاهی از ساختار را توسعه دهند. این در حالی است که ماس و مک‌ناب30 )2011( بیان 
می‌کنند که معمولاً در کتاب‌های درسی پایه‌های اولیۀ ابتدایی، الگوها به‌عنوان تکرارشدن به کار می‌روند و 
معمولاً از دانش‌آموزان می‌خواهند که »بعدی« را پیدا کنند. چنین نگاه محدودی نسبت به الگوها قابل‌توسعه 
به یادگیری‌های بعدی دانش‌آموز نیست. اما نتایج تحقیقات آن‌ها نشان می‌دهد که با آموزش مناسب، مطالعۀ 
جب��ری الگوها می‌تواند دانش‌آموزان را با ه��ر درجه از توانایی، در جهت انواعی از تفکر ریاضی هدایت 
کند که کیی‌رِن می‌گوید برای استدلال جبری لازم‌اند؛ یعنی »تجزیه‌وتحلیل رابطۀ بین کمیت‌ها، توجه به 
ساختار، مطالعۀ تغییرات، تعمیم، حل مسئله، مدل‌سازی، توجیه‌کردن، اثبات و پیش‌بینی‌کردن«. علاوه بر این 
با استفاده از الگویابی می‌توان مفاهیم اساسی جبر مانند متغیر و هم‌ارزی‌های جبری را آموزش داد )انگلیش 
و وارن، 1377(. کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی ایران، از کشف الگوهای عددی و شکلی و بیان شفاهی و 
نوشتاری الگوها، به‌عنوان یکی از مهارت‌های مهم در یادگیری ریاضی یاد کرده )کتاب ریاضی سوم دبستان، 
ص 8( و با تأکید بر اینکه کشف الگوها در یک مسئله به حل آن کمک می‌کند، الگویابی را به‌عنوان یکی 
از راهبردهای مس��ئله آموزش داده‌اند )ص. 9(. اهمیت موضوع الگویابی در جبر ابتدایی ‌همراه با حضور 
موضوع الگویابی در کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی ایران، سبب شد تا در پاسخ به پرسش اول این مطالعه، 

الگویابی به‌عنوان یکی از بسترهای مناسب جبرورزی در دورۀ ابتدایی قلمداد شود.
بررس��ی موضوع الگویابی در کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی نش��ان می‌دهد که مش��ابه آنچه ماس و 
مک‌ناب )2011( بیان می‌کنند، در کتاب‌های درسی پایه‌های اولیۀ ابتدایی ایران نیز، الگوها به‌عنوان جملات 
تکرارش��ونده به کار می‌روند و معمولاً از دانش‌آموزان می‌خواهند که »جملۀ بعدی« را پیدا کنند. در ادامه 

یکی از تمرین‌های کتاب در مورد الگویابی که به‌خوبی مؤید رویکرد کتاب‌ها در این زمینه است، می‌آید.

.

)کتاب ریاضی سوم دبستان، ص. 12(
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رادفورد )2011( بیان می‌کند که برای ادامه دادن یک الگو، دانش‌آموزان باید ابتدا یک وجه مشترک31 
را در جملات دنبالۀ داده‌شده ببینند و سپس آن را به بقیۀ جملات دنباله تعمیم دهند؛ اما تشخیص این 
ش��باهت‌ها و توانایی تولید جملات بعدی دنباله را نمی‌توان نتیجۀ یک فرایند جبری دانس��ت. به نظر 
رادفورد، هرچند ممکن اس��ت این فرایند بسیار پیچیده باش��د، لزوماً در آن جبر دیده نمی‌شود. به‌زعم 
رادفورد )2011( تعمیم الگوها را زمانی می‌توان یک فعالیت جبری دانست که از محاسبه با اعداد فراتر 
رفته و به وضع قوانینی برای محاس��به منجر ش��ود. در مثالی که از کتاب درسی بیان شد، در الگوی دوم 
انتظاری که از دانش‌آموز می‌رود این است که به الگوی »دویست تا دویست تا زیاد شدن« توجه کرده 
و با تعمیم این الگو، اعداد بعدی دنباله را تا جایی که خواسته شده یکی پس از دیگری به‌صورت زیر 

بنویسد.

...210019001700150013001100900700500300100

چنین رویکردی به تعمیم الگو، یک رویکرد حس��ابی محس��وب می‌شود. در این رویکرد هر جمله 
به‌طور بازگشتی و با در دست داشتن جملۀ قبلی محاسبه می‌شود. مثلًا جملۀ هشتم با اضافه کردن 200 
به جملۀ هفتم محاس��به می‌ش��ود )یعنی 200+1300(. چنین س��ؤالی وقتی به یک فعالیت جبری تبدیل 
می‌شود که در آن دانش‌آموز به تولید رابطه‌ای برای محاسبۀ جملات به‌طور مستقیم و بدون استفاده از 
جملۀ قبل برسد. مثلًا برای محاسبۀ جملۀ هشتم از این استدلال استفاده کند که جملۀ هشتم، با هفت‌بار 
اضافه کردن 200 به اولین جملۀ دنباله یعنی 100 به وجود می‌آید و بنابراین برابر با 200 × 7+100 است. 
از این رابطه می‌توان برای محاسبۀ تمام جملات دنباله کمک گرفت. مثلًا جملۀ صدم با استفاده از همین 

روش برابر است با 200 × 100+99.
ب��ا چنین نگاهی به الگوها، دانش‌آموز به‌طور ضمنی مفاهی��م جبریِ متغیر و تابع را تجربه می‌کند. 
مثلًا در مورد قبل، با یک ش��مارش نظام‌مند، به‌طور ضمنی ضابطۀ f(n)=100+(n-1) × 200 را که در 
آن n ش��مارۀ جمله و f(n) مقدار جملۀ n- ام را نش��ان می‌دهند، تشخیص می‌دهد. همچنین وقتی این 
ضابطه را برای تمام جملات دنباله به کار می‌برد، در واقع در حال دست‌ورزی با مفهوم متغیر )انگلیش 

و وارن، 1377( است.
در کتاب ریاضی اول دبستان حدود 14% از  صفحات به موضوع الگویابی اختصاص یافته است 
که در تمام موارد، از دانش‌آموز خواس��ته ش��ده جملۀ بعدی )ش��امل ش��کل، عدد یا رنگ( را بیابد و 
به‌این‌ترتیب رویکرد حسابی به الگویابی کاملًا مشهود است. در کتاب دوم دبستان نیز در حدود بیست 
واحد در کل کتاب به الگویابی با رویکرد حس��ابی پرداخته ش��ده است. این واحدها گاه کادرهایی با 
عنوان »الگویابی کن« هستند و گاه یکی از تمرینات یا فعالیت‌های کتاب. در تمام موارد از دانش‌آموز 
خواس��ته ش��ده جملۀ بعدی را پیدا کند و در چند مورد خواسته است الگو را توصیف نمایند. کتاب 
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ریاضی س��وم دبس��تان نیز در فصل اول با عنوان الگوها، در کم‌تر از پنج صفحه به الگویابی پرداخته 
 که همچنان رویکرد حس��ابی به الگویابی دارد. مثال قبل از کتاب س��وم دبس��تان معرف این رویکرد 

است.
در کتاب چهارم دبستان شش صفحه از فصل اول با عنوان »اعداد و الگوها« به الگویابی اختصاص 
یافته اس��ت.به نظر می‌رس��د در چند مورد )صفحات 9 تا 11( از کتاب چهارم دبستان، ردپای رویکرد 
جبری به الگویابی مش��اهده می‌ش��ود. مثلًا در یک دنباله از اش��کال نشان داده است که چگونه می‌توان 
تعداد دایره‌های به‌کاررفته در ش��کل هفتم را، بدون دانس��تن تعداد دایره‌های موجود در اشکال پنجم و 
شش��م، به دس��ت آورد. برای این منظور از یک شمارش نظام‌مند که منجر به تولید یک فرمول می‌شود 

استفاده می‌کند. 
 

فعالیت: هر کدام از شکل های زیر از تعدادی دایره درست شده است. اگر شکل ها را به همین ترتیب 
ادامه دهیم، تعداد دایره های شکل هفتم چقدر است؟

شکل )7(                                                    شکل )3(                  شکل )2(                  شکل )1(

چهار دانش آموز این مس��ئله را حل کرده اند. این دانش آموزان بدون آنکه ش��کل های پنجم و شش��م را رس��م کنند، تعداد 

دایره های شکل هفتم را به دست آورده اند. راه حل های آن ها را بررسی کنید و توضیح دهید. کار آن ها را کامل کنید.

1( راه حل سعید

=1+ )2×7(= تعداد دایره های شکل هفتم     

)کتاب ریاضی چهارم دبستان، ص. 9(

بااینکه، با توجه به مثال بالا، به نظر می‌رس��د کتاب ریاضی پایۀ چهارم، رویکرد جبری به موضوع 
الگویابی دارد، مس��ائل کتاب به‌گونه‌ای مطرح ش��ده‌اند که دانش‌آموز می‌تواند با رویکرد حس��ابی و با 

استفاده از رسم شکل و شمارش مستقیم، سؤال‌ها را پاسخ دهد.
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2. شکل ششم با چند چوب کبریت درست می شود؟

شکل )6(                                 شکل )3(                                       شکل )2(                  شکل )1(

)کتاب ریاضی چهارم دبستان، ص. 11(

در مس��ئلۀ بالا می‌توان با رس��م شکل شش��م، تعداد چوب‌کبریت‌های مورد نیاز را شمرد. بنابراین 
دانش‌آموز لزوم شمارش نظام‌مند غیرمستقیم را درک نخواهد کرد.

الگویاب��ی جبری به معنای ش��مارش نظام‌من��د، می‌تواند زمینه‌ای ب��رای درک هم‌ارزی‌های جبری 
)انگلی��ش و وارن، 1377( در پایه‌های بالاتر ب��ه وجود بیاورد. تحقیقات موجود روی الگویابی در دهۀ 
گذشته به‌طور تجربی نشان داده‌اند که افراد مختلف، یک الگوی واحد را به شکل‌های متفاوت می‌بینند 
و بنابراین احتمالاً تعمیم‌های متفاوتی نیز از آن الگو را بیان می‌کنند )ریورا و بکر32، 2011(. کتاب ریاضی 
چهارم دبستان نیز به چنین تنوعی پرداخته است. در کتاب ریاضی چهارم دبستان، دو نوع شمارش تعداد 

دایره‌های به‌کاررفته در اشکال دنبالۀ زیر، دو فرمول متفاوت را برای شمارش تولید می‌کند. 
 

1( راه حل سعید

   =1+ )2×7(= تعداد دایره های شکل هفتم     

2( راه حل امید

   =7  + 8 = تعداد دایره های شکل هفتم                  

)کتاب ریاضی چهارم دبستان، ص. 9(

 n+(n+1) 2 و امیدn+1 ام، سعید فرمول -n اگر برای شمارش تعداد دایره‌های به‌کاررفته در شکل
را به‌طور ضمنی تولید کرده باش��ند، در واقع می‌توان گفت با هدایت صحیح معلم، دانش‌آموز می‌تواند 

تجربه‌ای از هم‌ارزی جبری n+(n+1)= 2n+1 را در این فعالیت کسب کند.
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با توجه به اینکه الگویابی می‌تواند یکی از بس��ترهای بالقوۀ جبرورزی در دورۀ ابتدایی باش��د و در 
نتیجه به درک مفاهیم متغیر و تابع کمک کرده و زمینه‌ای را برای درک تساوی‌های جبری در پایه‌های 
بالاتر به وجود آورد، بررس��ی محتوای کتاب‌های دورۀ ابتدایی نشان می‌دهد که فقط کتاب ریاضی پایۀ 
چهارم ابتدایی تلاش‌هایی در این زمینه دارد، درحالی‌که چنین  نگاه جبری به الگوها قابل توس��عه در 

کتاب‌هاست.

3. مفهوم‌سازی برای نماد تساوی
اس��تفن و همکاران33 )2013( با تکیه بر تحقیقاتی که در گذش��ته انجام شده، سه نوع درک مختلف 
را برای دانش‌آموزان از نماد تس��اوی قائل‌اند؛‌ نگاه عملیاتی، نگاه رابطه‌ای- محاسبه‌ای، نگاه رابطه‌ای- 

ساختاری.
• نگاه عملیاتی34 به نماد تساوی: نماد تساوی محرکی برای »انجام یک کار35« یعنی محاسبه است، 
نه نمادی برای بیان یک رابطۀ برابری. برای این دانش‌آموزان، تساوی‌هایی مانند 8 = 8 نادرست‌اند، 
چون هیچ عملی در آن‌ها انجام نشده است. تساوی 10+5 =15 از نظر این دانش‌آموزان برعکس 
نوش��ته ش��ده است. این دانش‌آموزان در مواجهه با تساوی‌هایی مانند 5 + ... = 4 + 8 یکی از این 
سه عمل را انجام می‌دهند: 1. با این نگاه که جواب بعد از تساوی می‌آید، در جای خالی عدد 12 
را قرار می‌دهند، 2. تمام اعداد را جمع کرده و عدد 17 را در جای خالی می‌نویسند، یا 3. مسئله 

را به دنبالۀ نادرستی از تساوی‌ها تبدیل می‌کنند:
.8 + 4 = 12 + 5 = 17

• نگاه رابطه‌ای- محاسبه‌ای36 به نماد تساوی: نماد تساوی به معنای وجود رابطۀ هم‌ارزی بین دو 
طرف معادله است و این برابری با محاسبه تصدیق می‌شود. برای این دانش‌آموزان، 3 × 2 = 2 × 
3 درست است زیرا حاصل هر دو طرف تساوی برابر با عدد 6 است. این دانش‌آموزان در مواجهه 
با 5 + ... = 4 + 8، ابتدا 4 + 8 را محاس��به کرده و به عدد 12 می‌رس��ند، س��پس به دنبال عددی 
می‌گردند که در جمع با 5 به حاصل 12 برسد. در واقع برای آن‌ها نماد تساوی رابطه‌ای است بین 

جواب‌های دو عملیات.

• نگاه رابطه‌ای- س��اختاری37 به نماد تس��اوی: علاوه بر اینکه نماد تساوی نشان‌دهندۀ یک رابطۀ 
هم‌ارزی بین دو طرف یک معادله است، تساوی، رابطه‌ای بین دو عبارت است نه بین حاصل دو 
عملی��ات. در مواجه��ه با 5 + ... = 4 + 8 آن‌ها بیان می‌کنند که چون 5 یکی بیش��تر از 4 در طرف 
دیگر تس��اوی اس��ت، پس عددی که در جای خالی قرار می‌گیرد باید یکی کم‌تر از 8 در طرف 
دیگر تساوی باشد. در واقع 4 + 8 برای آن‌ها چیزی بیشتر از محاسبه‌ای است که باید انجام شود 

و می‌توانند بدون انجام محاسبه، با آن استدلال کنند.
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‌به گفتۀ کارپنتر و همکاران )2000( برای بیان تعمیم‌ها و توس��عۀ استدلال‌های جبری، داشتن درک 
صحیحی از تس��اوی لازم اس��ت، و منظور آن‌ها از درک صحیح، درک رابطه‌ای از تس��اوی اس��ت. در 
پایه‌های بالاتر تحصیلی انتظار می‌رود دانش‌آموزان تس��اوی‌های جب��ری مانند 4x + 4y = (x + y)4 را 
درک کنند، که نیازمند درک رابطه‌ای از تساوی است. این در حالی است که به گفتۀ استیسی و اصغری 
)1388( تجربه‌های حس��ابی دانش‌آموزان از نماد تس��اوی، که در واقع همان تجارب عملیاتی اس��ت، 
بعدها در درک چنین تس��اوی‌هایی مشکل ایجاد می‌کند. استفن و همکاران )2013(  نشان می‌دهند که 
بیشتر دانش‌آموزان دورۀ ابتدایی درک عملیاتی از نماد تساوی دارند. از نظر آن‌ها اینکه به دانش‌آموزان 
گفته شود نماد تساوی چیست، درک آن‌ها را از نماد تساوی توسعه نمی‌دهد؛ بلکه آنان نیاز به تکالیف 
مناس��بی دارند که با توجه به آنچه تاکنون می‌دانس��ته‌اند، درک جدیدی را در آن‌ها، همراه با به چالش 
کش��یدن بدفهمی‌های آن‌ها از مفهوم تساوی، توس��عه دهد. مثلًا کارپنتر و همکاران )2000( و مولینا و 
آمبروز38 )2006 و 2008( در تحقیقات خود، با اس��تفاده از جملاتی که باید درس��تی یا نادرس��تی آن‌ها 
توسط دانش‌آموزان تعیین می‌شد، توانستند درک دانش‌آموزان را از مفهوم تساوی توسعه بخشند. چند 

نمونه از این جملات در ادامه می‌آید.

8 = 8  7 = 4 + 3 8 + 5 = 5 + 8

51 + 51 = 52 + 50 12 - 7 = 13 - 8  34 = 34+12

همچنین در این تحقیقات، استفاده از سؤالاتی با جای خالی توصیه شده است.

8 + 4 = ... + 5  12 + 7 =7 + .... ... = 25 - 12

... + 4 = 5 + 7 38 + 49 = ... + 40 + 9  ... + ... = ... + ...

بررس��ی کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی ایران نشان می‌دهد که کتاب‌های درسی نگاه عملیاتی به 
تساوی را تشویق می‌کنند. در اغلب مثال‌های کتاب، در سمت چپ نماد تساوی، یک عملیات نوشته 
ش��ده )یا باید نوش��ته ش��ود( و در سمت راس��ت حاصل عددیِ آن، مثل 5 = 3 + 2. تحلیل محتوای 
کتاب‌های اول تا چهارم دبستان نشان داد که در حدود 95% از واحدهایی که در آن‌ها نماد تساوی به 
کار رفته است، نماد تساوی همین کارکرد عملیاتی را دارد. بقیۀ موارد مربوط به تساوی‌هایی است که 
برای نوشتن بسط دهدهی اعداد یا برای بیان تکنیک‌های محاسبات به کار رفته‌اند. برای بسط دهدهی 
اعداد از تساوی‌هایی به شکل 1 + 30 + 200 = 231 استفاده شده است. از تساوی‌های متفاوتی مانند 
... = 3 + 3 + 3 + 3 = 3 × 4 ی��ا ... = ... + ... = )6 × 3( + )6 × 5( = 6 × 8 )کت��اب ریاض��ی س��وم 
دبس��تان؛ ص. 65 و ص. 71( نیز برای بیان تکنیک‌های انجام محاس��بات استفاده شده و همان‌طورکه 



ی
ش

وه
پژ

ـ 
ی 

لم
 ع

یة
شر

ن
فصلنامه نوآوری های آمـوزشـی

161
 ë 59شمارة
 ë سال پانزدهم
ë 1395 پاییز

بسترهای مناسب برای جبرورزی در دورۀ ابتدایی همراه با تحلیل محتوای جبر در کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی ...

دیده می‌شود، در نهایت جای خالی آخر، تأکید کتاب بر حاصل عددی‌ عبارت را نشان می‌دهد.
این بررسی در مجموع نشان می‌دهد که کتاب‌های دورۀ دبستان با نگاه عملیاتی به تساوی نوشته 
ش��ده‌اند. این در حالی اس��ت که گاهی می‌توان با ایجاد تغییر در نحوۀ نوش��تن بعضی از تساوی‌های 
موج��ود در کت��اب، نگاه رابطه‌ای به تس��اوی را در دانش‌آم��وزان تقویت نمود. مث�اًل در کتاب دوم 
دبس��تان )ص. 7( از دانش‌آموزان خواسته شده در جاهای خالی ترکیب‌های مختلفی که مجموع 7 را 
می‌سازند، بنویسند. 7 = ... + ... . با یک تغییر کوچک در این تمرین یعنی با جابه‌جا کردن دو طرف 

تساوی می‌توان گامی در جهت تجربه‌‌ی درک رابطه‌ای از تساوی برداشت. ... + ... = 7.
همان‌طور که بحث شد، مفهوم‌سازی رابطه‌ای- ساختاریِ نماد تساوی در دورۀ ابتدایی، می‌تواند 
راه را برای درک تس��اوی‌های جبری در پایه‌های بالاتر هموار س��ازد. ایجاد چنین فهمی از تساوی را 
می‌توان در برنامۀ درس��ی دورۀ ابتدایی جای داد؛ بااین‌وجود، کتاب‌های دورۀ دبستان با چنین نگاهی 

تألیف نشده و نگاه عملیاتی به تساوی را تقویت می‌کنند.

4. ‌تعمیم قوانین حساب
بن��ا ب��ه گفتۀ پاپیک و مولیگان )2007(، جهت‌گیری تحقیقات جبر در دهۀ 1980 و 1990 بیش��تر 
به س��مت ارتباط آن با حس��اب بود.  به گفتۀ کاپوت )1995(، هدفِ حساب، محاسبه کردن با مقادیر 
خ��اص از کمیت‌هاس��ت. درحالی‌ک��ه هدف جبر، »تعمی��م و تجرید روابط کمّی« اس��ت و همچنین 
»استدلال کردن با استفاده از بازنمایی‌های بیرونیِ آن روابط عددی«. استیسی و مک‌گرگور39 )2002( 
نیز بیان می‌کنند که برای یادگیری جبر، دانش‌آموزان باید بتوانند فرایندهای حس��ابی و س��اختارهای 

روابط موجود بین اعداد را تشخیص دهند و آن را بیان کنند.
به گفتۀ یوسیسکین40 )1988، نقل شده در وینر41، 2002( تعمیم قوانین حساب یکی از روش‌های 
ورود به جبر در برنامۀ درس��ی محس��وب شده است. منظور از قوانین حساب، قوانین حاکم بر اعمال 
حسابی است. دانش‌آموز دورۀ ابتدایی ممکن است به تجربه بداند که حاصل 2 × 3 و 3 × 2 یکسان 
اس��ت؛ یعنی 2 × 3 = 3 × 2. اما همین دانش‌آموز ممکن اس��ت از خاصیت جابه‌جایی ضرب اعداد 
در حالت کلی آگاه نباش��د. منظور از تعمیم قوانین حس��اب، رسیدن به چنین تعمیم‌هایی است؛ یعنی 

گسترش دادن دامنۀ اعدادی که خاصیت جابه‌جایی ضرب برایشان برقرار است.
از نظر میس��ون42 )1996( تفکر دربارۀ خواص اعداد، یک راه برای فاصله گرفتن از درگیر ش��دن 
با اعداد خاص و آگاه ش��دن از فرایند‌هاس��ت. او به نقل از گاتگنو43 )1990( اظهار می‌دارد که جبر 
وقتی ظاهر می‌ش��ود که فرد آگاهی‌هایی کس��ب می‌کند که به او اجازه می‌دهد روی اش��یاء )در این 
م��ورد اعداد( کار کند. هویت44 )1998( نیز ب��ر اهمیت آگاهی در تفکر جبری تأکید می‌کند. او برای 
بیان تفاوت تفکر حس��ابی و تفکر جبری، بین »ش��مردن« و »نظارۀ خود در حین ش��مارش« تفاوت 
قائل می‌ش��ود. از نظر وی، برای انجام عمل شمارش به آگاهی نیاز است، اما برای مشاهدۀ اینکه این 
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شمارش چگونه در حال انجام است، به سطح دیگری از آگاهی نیاز است: »آگاهی از آگاهی45«. این 
آگاهی از آگاهی در جبرورزی مهم اس��ت. از نظر او حس��اب با نتایج و به‌عبارت‌دیگر با پیدا کردن 
پاسخ مرتبط است اما جبر، توجه را از خود پاسخ به نحوۀ رسیدن به پاسخ، و به‌عبارت‌دیگر، عملیات، 
س��وق می‌دهد. بنابراین حساب بدون س��اختارهای جبری که نحوۀ انجام عملیات را گوشزد می‌کنند 
قابل‌انجام نیس��ت. به گفتۀ هویت، تمام الگوریتم‌ها از یک س��اختار بهره می‌برند و این س��اختارها بر 
خاصیت‌های کلی بنا ش��ده‌اند. این خواص کلی، س��اختار جبری الگوریتم هستند که از طریق آگاهی 
از آگاهی به دس��ت آمده‌اند. اما هویت بیان می‌کند که معمولاً دانش‌آموزان دارای این آگاهی نیس��تند. 
مثلًا الگوریتم ضرب س��تونی اعداد چندرقمی، بر آگاهی ش��خص دیگری بنا ش��ده اس��ت و اغلب 
دانش‌آموزانی که از این الگوریتم اس��تفاده می‌کنند، از این آگاهی برخوردار نیس��تند. از نظر او وقتی 
دانش‌آموز از ساختار ریاضیِ یک الگوریتم آگاهی ندارد، تنها کاری که می‌تواند انجام دهد، به خاطر 
سپردن یک ‌رویه است و این تکیه بر حافظه، احتمال فراموش کردن رویه را افزایش می‌دهد. اما اگر 
الگوریتم بر مبنای آگاهی دانش‌آموز ساخته شده باشد، دانش‌آموز پس از فراموش کردن آن می‌تواند 
الگوریتم را بازس��ازی کند. هویت تأکید می‌کند که دانش‌آموزان می‌توانند الگوریتم‌هایی را بر مبنای 
آگاهی خودشان تولید کنند و وظیفۀ معلم این است که با طراحی فعالیت‌های ساختاریافته، فضایی را 
فراهم آورد تا دانش‌آموزان بتوانند الگوریتم‌های خود را تولید کرده و تشویق شوند تا آن‌ها را هرچه 

کارآمدتر کنند.
در همین راس��تا کاراهر و همکاران )2006( ابراز می‌دارند که برخی از مشکلات دانش‌آموزان در 
جبر، به خاطر از دست‌دادن فرصت‌هایی است که آن‌ها در پایه‌های پایین‌تر برای شروع آموزش جبر 
داش��ته‌اند. این پژوهش��گران ادعا می‌کنند که حساب در واقع یک ماهیت جبری دارد و معنای جبریِ 
حس��اب، جزئی جدانش��دنی از حساب و یک باید اس��ت؛ نه یک چیز تزئینی و اضافه. شورای ملی 
معلمان ریاضی امریکا و کانادا )2000( نیز در استاندارد جبر برای پایه‌های پیش‌دبستانی تا دوم دبستان 
بی��ان می‌کند که کودکان در این پایه‌ها باید بتوانند قوانی��ن و خواص کلی عملیات مثل جابه‌جایی را 
با اس��تفاده از اعداد خاص بیان کنند. در پایه‌های س��وم تا پنجم دبس��تان نیز آن‌ها باید خواصی مثل 
جابه‌جایی، شرکت‌پذیری و توزیع‌پذیری را تشخیص داده و در محاسبات با اعداد صحیح به کار برند.

با توجه به تأکید ادبیات این حوزه بر جبر به‌عنوان آگاهی از روش‌های حساب، پرداختن به تعمیم 
قوانین حس��اب که مبنای بسیاری از الگوریتم‌های اعمال حس��ابی هستند، به‌عنوان یکی از بسترهای 

مناسب جبرورزی در دورۀ ابتدایی پیشنهاد می‌شود.
بااین‌وجود ذکر این نکته ضروری است که همسو با تعبیر کیی‌رِن )2004( از جبر ابتدایی، رویکرد 
کنونی به جبر ابتدایی نمادها را با تأمل بیشتری نسبت به برنامۀ درسی سنتی وارد می‌کند )مثلًا باستابل 
و شیفتر46، 2008 را ببینید(. به‌این‌ترتیب مثلًا بیان خاصیت جابه‌جایی ضرب به شکل a × b = a × b از 
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اهداف جبرورزی در دورۀ ابتدایی نیس��ت، بلکه کشف و بیان شفاهی چنین تعمیم‌هایی مدنظر است؛ 
تعمیم‌هایی که بعدها می‌توانند به با زبان جبری بیان شوند اما حالا با هر وسیلۀ ارتباطی ممکن برای 
کودکان بیان می‌شوند. بنابراین بیان شفاهیِ »وقتی جای دو عدد را عوض کنیم حاصل‌ضربشان تغییر 
نمی‌کند« و توجیه آن برابری با اس��تفاده از نمونه‌هایی مانند آرایش مس��تطیلی زیر به دور از نمادهای 

رسمی می‌تواند در دورۀ ابتدایی جبرورزی تلقی شود.

						        4 × 3 3 × 4

با توجه به تأکید کتاب‌های ریاضی دبس��تان بر اعمال حس��ابی، موقعیت‌های مناسب برای تعمیم 
قوانی��ن حس��اب به‌وفور در کتاب‌ها دیده می‌ش��ود. یک��ی از موقعیت‌های غنی ب��رای تعمیم قوانین 
حساب، الگوریتم‌های مختلف استاندارد و یا ابداعی توسط دانش‌آموزان برای انجام محاسبات است. 
الگوریت��م‌ ضرب اعداد چندرقمی یکی از این موارد اس��ت. مبن��ای الگوریتم‌ رایج برای ضرب اعداد 
 چندرقمی، خاصیت توزیع‌پذیری ضرب نس��بت به جمع اس��ت که در کتاب‌ها به آن اش��اره ش��ده 

است.

کار در کلاس: 1. مانند نمونه ها حاصل ضرب به دست آورید.

)کتاب ریاضی سوم دبستان، ص. 143(

کتاب چهارم دبستان نیز همین قانون را برای محاسبۀ حاصل‌ضرب 16 × 12 به چند شکل مختلف 
بیان کرده است.

23
×3

ــــ
60
+9

ــــ
69

3×20

3×3

42
×3

ــــ

+
ــــ

35
×7

ــــ

+
ــــ

41
×5

ــــ
200
+5

ــــ
205

5×40

5×1
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راه حل امیر: یک سال 12 ماه است، پس باید 12 را در 16 ضرب کنیم

راه حل بهمن: من حاصل ضرب را به کمک شکل پیدا می کنم.

راه حل آرش: من هم جواب را با شکل پیدا می کنم اما شکل من کمی فرق دارد.

راه حل وحید: تفاوتی ندارد که 12 را به صورت )2+10( بنویسیم و در 16 ضرب کنیم و یا 16  
را به صورت )6+10( بنویسیم و در 12 ضرب کنیم.

16
×16
ــــ
120

+
ــــ

10 + 6 

10 × 12 
10 × 12 

)کتاب ریاضی سوم دبستان، ص. 49(

12×16 =)10+2( ×16 10×16 =160
2×16 =32

160
+32
ــــ
192

10

2

10×10 10×16

2×10 2×6

10 6

100
60
20

+                 12
ــــ

10

2

10×16

10×16

16

+      
ــــ
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هرچند مثال‌های بیان‌ش��ده از کتاب درسی نشان می‌دهد که در توجیه الگوریتم محاسبۀ ضرب اعداد 
چندرقمی از قانون شرکت‌پذیری ضرب نسبت به جمع بهره گرفته شده، اما خاصیت توزیع‌پذیری ضرب 
نسبت به جمع، در جبر نمادین و در هم‌ارزی‌های جبری در پایه‌های بالاتر تحصیلی، کاربرد فراوان خواهد 
داشت. بنابراین شایسته است کتاب‌های دورۀ ابتدایی به این قانون در کنار قوانین جابه‌جایی و شرکت‌پذیری 

با تأمل بیشتری پرداخته و موقعیت‌های متنوع بیشتری را برای تجربۀ این قوانین فراهم سازند. 
در برخی الگوریتم‌ها در کتاب درسی قوانین مورد استفاده به‌صراحت بیان نشده‌اند اما می‌توانند زمینۀ 
خوبی را برای جبرورزی در کلاس درس فراهم آورند. مثلًا در محاسبۀ 6 + 8 دانش‌آموزان ممکن است 
از الگوریتم‌های مختلفی اس��تفاده کنند که هر یک به نوعی تعمیم‌پذیر به دامنۀ وس��یع‌تری از اعداد باشد. 
دانش‌آموز می‌تواند با تبدیل عدد 6 به‌صورت 4 + 2، مجموع را به شکل 14 = 4 + 10 = 4 + 2 + 8 = 6 + 8 
محاسبه کند. بیان قانون حسابی به‌کاررفته در این روش به زبان جبری، کار ساده‌ای نیست؛ اما دانش‌آموزان 

می‌توانند آن را به‌طور شفاهی بیان کرده و راجع به چرایی آن حرف بزنند. 
علاوه بر این، مس��ائل محدودی در کتاب نیز وجود دارند که می‌توانند زمینۀ یک تعمیم جبری را 
در کلاس درس فراهم کنند. »عددی را به 5 اضافه می‌کنیم و از حاصل 5 تا کم می‌کنیم. چه عددی به 
دست می‌آید؟ چرا؟« )کتاب ریاضی سوم دبستان، ص. 62( این در حالی است که کتاب‌های ریاضی در 
برخی مس��ائل فقط با بیان یک مثال از دانش‌آموزان خواسته‌اند به یک تعمیم برسند. مثلًا کتاب ریاضی 
چهارم دبستان از دانش‌آموزان انتظار دارد با بررسی یک مثال، خاصیت جابه‌جایی ضرب اعداد سه‌رقمی 

را نتیجه بگیرند.

6. حاصل ضرب های رو به رو را به دس��ت 
آورید و جواب ها را با هم مقایسه کنید. 

چه نتیجه ای می گیرید؟

375
×502
ـــــ

502
×375
ـــــ

)کتاب ریاضی سوم دبستان، ص. 55(

این‌چنین موقعیت‌هایی قابلیت تبدیل به زمینه‌ای برای جبرورزی را دارند؛ هرچند که کتاب به‌خوبی 
به آن‌ها نپرداخته است.

در مجموع، بررسی کتاب‌های دورۀ ابتدایی نشان داد که از قوانین حساب در توسعۀ الگوریتم‌ها بهره 
گرفته شده، بااین‌وجود همان‌طور که با ارائۀ چند مثال از کتاب‌های درسی بیان شد، این نگاه جبری به 
حس��اب از قابلیت توسعه برخوردار است. همچنین در پایه‌های پایین‌تر، استفاده از بیان غیرنمادین این 

قوانین می‌تواند راهی به‌سوی توسعۀ نگاه جبری به حساب بگشاید.
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سخن آخر
همان‌طور که بلانتون و همکاران47 )2007( بیان می‌کنند، جبر ابتدایی نه یک بسته‌بندی جدید برای 
همان مهارت‌ها و رویه‌های جبری دورۀ راهنمایی برای دورۀ ابتدایی اس��ت و نه یک ضمیمه به برنامۀ 
درسی موجود. به اعتقاد آن‌ها جبر ابتدایی نباید به‌عنوان مجموعه‌ای از فعالیت‌های جداگانه دیده شود 
که معلم‌ها می‌توانند آن را پس از تس��لط دانش‌آموزان بر مهارت‌ها و رویه‌های حس��ابی اس��تفاده کنند. 
برعکس، جبر ابتدایی یک روش برای تفکر اس��ت که با تعمیق در مفاهیمی که تاکنون آموخته شده‌اند 
به درک ریاضی دانش‌آموزان، عمق، معنا و همگرایی می‌بخش��د و به‌این‌ترتیب فرصت تعمیم روابط و 

خاصیت‌ها را در ریاضی فراهم می‌آورد.
با توجه نقش محوری کتاب درس��ی در نظام آموزش��ی متمرکز ایران و به‌ویژه تکیۀ معلمان دورۀ 
ابتدایی به محتوای کتاب‌ها، کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی می‌توانند نقش مهمی در توسعۀ جبرورزی 
ایفا کنند، بااین‌حال همان‌طور که تحلیل محتوای کتاب‌های درسی ریاضی دورۀ ابتدایی ایران نشان داد، 
این کتاب‌ها با چنین نگاهی به جبر ابتدایی تألیف نشده‌اند، در حالی‌که فرصت‌های بالقوۀ فراوانی برای 
جبرورزی در دورۀ ابتدایی وجود دارد. بس��ترهای معرفی‌ش��ده در این مقاله می‌تواند چارچوبی را برای 
بازنگری یا بازتألیف کتاب‌های ریاضی دورۀ ابتدایی با رویکرد جبری فراهم آورد. این مقاله نیز با استفاده 

از چارچوب پیشنهادی،  طی چند مثال به پیشنهاد‌هایی در این زمینه پرداخت.
علاوه بر محتوای کتاب‌های درس��ی باید بر نقش معلم در پرورش تفکر جبری دانش‌آموزان تأکید 
نمود. پرورش دانش‌آموزانی که تفکر جبری را به ریاضیات خود پیوند می‌دهند نیازمند معلمانی اس��ت 
که خود »چش��م و گوش جبریِ باز« )بلانتون و کاپوت48، 2003( داشته باشند. چنین معلمانی می‌توانند 
از موقعیت‌های بالقوۀ موجود در کتاب‌های درسی به نفع کسب تجارب جبری توسط دانش‌آموزان بهره 

ببرند.
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